TD 32 : Intégration — Corrigé partiel

Exercice 15 VuenTD: f : x — y/x est uniformément continue sur [0, 1] et sur [1, +oo|.
Montrons que f est uniformément continue sur R ;. On repart de la définition. Montrons que :
Ve>0 36>0 Vx,yeRy |x—y[<0 = [f(x)—f(y)|<e€

Soit € > 0. Comme f est uniformément continue sur [0, 1], il existe d; > 0 tel que
vx',y' € [0,1] =y <8 = ‘f(x’) —f(y')’ <e (*)

et de méme, comme f est uniformément continue sur [1, 40|, il existe &, > 0 tel que
Wy el 4o X =y <&H = [f(X)-f0)|<e (o)

On pose aprésent § = ............ (on verra ensuite quoi mettre) Soit x,y € R tels que |x — y| < 6. Montrons que

fx)—fO) <e.

e Six,y € [0, 1], alors il suffit d’avoir § < §; pour, en utilisant (x), en déduire qu'on a bien |f(x) — f(y)| < €.

e Six,y € [1,+eo], alors il suffit d’avoir 6 < &, pour, en utilisant (xx), en déduire qu'on a bien | f(x) — f(y)| < e.

e Sixe [0,1] ety € [1,+o0], alors,
- comme [x—y|=y—x<3d,onaaussi|x— 1| =1—x < <, ce qui permet d’en déduire par () avec
y =1letx =xque|f(x)—f(1)| <e.
- comme [x—y|=y—x<9J,onaaussi|l —y|=y—1< 68 < &, ce qui permet d’en déduire par (x*) avec
X =Tety =yque|f(l)—f()|<e.
Ainsi,sio < §etd < &,ona

[f () = fDI <) = (D) +£(1) = )
<) =FMI+ 1) = fO)]

<e+e=2¢

e Six € [l,+oo[ety € [0, 1], on montre de méme en échangeant les roles de x et de y que |f(x) — f(y)| < 2e.

Ainsi, en posant 6 = min(8;,0,) > 0,onabien § < ) et 6 < &, sibien que dans tousles cas,ona |f(x) — f(y)| < 2e.
Finalement :

Ve>0 38>0 VayeR, |x—y/ <8 = [f(x)—f()|<2e

ce qui équivaut a 'uniforme continuité de f sur R (qu’on ait 2€ ou € ne change rien, c’est une assertion équivalente).
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